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292 12. Aufgaben zu linearen Gleichungen

12.6 Aufgaben zur Laplace-Transformation

Man lose die folgenden Anfangswertprobleme durch Laplace-Transformation:
1) d—2—2 =0 ; z(0)=%0)=1

2) 2B —65+12¢ —8r = & ; (0)=2(0)=#(0)=0

3) d44x = Ht—=n) ; x(0)=2(0)=0

Man 16se die folgenden Systeme durch Laplace-Transformation:

T+2y = e _ B
1) g+2r = et z(0) =y(0) =0
i+y+3r = 1 B o B

Man 16se die Euler-Gleichung ¢# — 2 = 0 durch Laplace-Transformation.

Sei f:[0,00[— IR in jedem endlichen Intervall absolut integrierbar und héchstens
von exponentiellem Wachstum. D.h. es gibt Konstanten M,k € IR mit
|f(t)] < M e** fiir alle t ab einem 7T > 0 . Man beweise:

1) f(t) ist L-transformierbar und das Laplace-Integral konvergiert fiir s > k
absolut.

2) Konvergiert das Laplace-Integral fiir sg absolut, so konvergiert es im Inter-
vall [sg, 00| gleichmiiBig.

3) Die L-Transformierte von f(¢) strebt gegen 0 fiir s — oo .

Laplace-Transformation periodischer Funktionen:

Sei f:[0,00[— IR L-transformierbar und periodisch mit der Periode T > 0.
T
Zeigen Sie, dal dann  L{f(t)} = F(s) = l—e%ST/ e st f(t)dt .
0

Beweisen Sie den Differentiationssatz 6.2.(8).

Finden Sie auflerdem ein Beispiel einer L-transformierbaren Funktion f(t), de-
ren Ableitung nicht L-transformierbar ist.

Grenzwerte von Bild und Urbild:
Sei f(t) fiir t > 0 differenzierbar. Man beweise:
1) Ist f’'(t) L-transformierbar, so gilt ~ lim sF(s) = lim f(¢t) =: f(0+) .

t—0+
2) Ist f'(t) in [0, co[ absolut integrierbar, so gilt liH(l) sF(s) = tlim f @) .
s— —00
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. 0 fir 0<t<Inln3
Sei f(t) = {(—1)” e®/2 fir Inlnn<t<lnn(n+1) (n>3)

Zeigen Sie, dafl das Laplace-Integral / e ' f(t)dt fiir alle s € IR konvergiert

0
und fiir alle s € IR absolut divergiert.
Loésungen:

Zur Laplace-Transformation siehe Abschnitt 6 . Eine kleine Tabelle von L-
Transformierten finden Sie im Anhang.

(A1) | i-i-2=0 ; y0)=i(0)=1 |

Laplace-Transformation liefert
L{E—c—z} = L{&}—-L{z} - L{z}
= (s°X(s) — s2(0) — ©(0)) — (sX(s) — z(0)) — X(s)
— (32—3—1)X(s)—320.

Mit a; := %(1 ++/5) und ay := %(1 —/5) gilt 82 —s—1=(s—a;)(s—as).
Auflssen nach X (s) und Riicktransformation nach Tabelle liefert:

s s
X(s) = s2—s—1 — (s—a1)(s—az)
1 1 1 1
= 5(5+V5) p— + 45 (5 — Vb) p—
=:A; =:A>
z(t) = Ap e+ Ay et

Hier gibt es {ibrigens einen Zusammenhang mit den Fibonacci-Zahlen F}, (siehe
z.B. [RA 1, 4.4.6.E)). Fiir die Losung x(¢t) gilt & = &+x . n-maliges Differenzie-
ren liefert z("*2) = 2"+ 4 2(")  Wegen z(0) = (0) =1 folgt Fj, = z*)(0)
. Andererseits ist 2 (t) = Aj af e 4+ Ay ah €' und daher

F, = x(k)(O) = Ala’f+A2a§ .

(A.2) x®) — 63 +12¢ — 8z = e** ; x(0) = #(0) = #(0) =0

Es sind homogene Anfangsbedingungen gegeben. L-Transformation liefert:
s3 X (s) — 652 X(s) + 125 X(s) —8X(s) = L{e*}

(s=2°X(s) = ;hg + X(s) = (g

z(t) = iti)’ et
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(A3) | i+dz=H(t—7) ; 2(0)=i(0)=0 |

Dabei ist H(t) die Heaviside-Funktion. Laplace-Transformation nach Tabelle
und Verschiebungssatz ergibt

11
X(s) = 5244 ©
1_ 12 _ .2
wty = SO gy - S gy
T+2y = e ) B B
(B.1) g2 = et o 20O=v0)=0

Wegen der homogenen Anfangsbedingungen ergibt Laplace-Transformation das
System

sX(s)+2Y(s) = £{c'}) = 7
2X(s) +sY(s) = L{e} = 75
Auflésen und Partialbruchzerlegung liefert
__sPesv2  _1(2 1 2 1
X(s) = (s2=1)(s2—4) ~— 3 (s—l—l Ts-1 stz s—2>
852  _1(1 2 2 1
Y(s) = (s2-1)(s2—4) — 3 (s—|—1 Tl sz 5—2)

Riicktransformation liefert die Losung des Systems:

z(t) = % (2e7"— e —2e7% + &¥)
y(t) = % (e7'+2e —2e7 — )
(B2) | U T L5 a(0) = y(0) = #(0) = §(0) = 0
y—4z+3y = 0
Laplace-Transformation ergibt das Gleichungssystem
(24 3)X(s) +sY(s) = 1+
—4sX(s)+ (s2+3)Y(s) = 0
Auflésung, Partialbruchzerlegung und Riicktransformation liefert
s2+3 1/3  s/12 /4

X() = Gro)(25D) = s 249 241
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~ 1 12 12
Y(s) = (s249)(s?4+1) — 249 e
x(t) = %—%cos?nf—icost
y(t) = —§ sin3t+ bsint

L-Transformation liefert mit Regeln (6.2.10) und (6.2.9)

_d% (52X (s) — s2(0) — (0)) — (sX(s) — x(0))
= —25X(s) — s°X'(s) + 2(0) — sX(s) + x(0)
=0

—35X(s) — s2X'(s) + 2x(0)

—rgay - o)

Diese lineare Differentialgleichung fiir X (s) besitzt die allgemeine Losung

x(s) = 0, & cem)

Riicktransformation liefert die allgemeine Losung der Ausgangsgleichung

2(t) = o)+ 5.
Man hétte diese Dgl natiirlich auch anders 16sen kénnen, etwa als Euler-Dgl

oder durch Reduktion auf eine lineare Dgl 1. Ordnung mit Hilfe der Substitution
u(t) := x(t) .

Nach Voraussetzung ist f:[0,00[— IR in jedem endlichen Intervall absolut
integrierbar und es gibt Konstanten M,k € IR mit |[f(t)] < M e** fiir alle ¢
ab einem 7' > 0 .

(D.1) Fiir s > k gilt dann

00 T 00
/ e f(t)]dt < / e | f(t)] dt + M/ e st eM dt
0 T

0

T
M

< fOldt+ 37— < .
/O|()| k—s

Beachte, dafl f(t) in endlichen Intervallen [0,7] absolut integrierbar ist. Also
ist das Laplace-Integral von f(t) fiir s > k absolut konvergent und die L-
Transformierte F'(s) von f(t) existiert mindestens im Intervall |k, col.
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(D.2) Sei f(t) L-transformierbar und das Laplace-Integral von f(t) konver-

giere fiir s = s¢ absolut.
o0

Dann gibt es zu vorgegebenem & > 0 ein Ty > 0 mit / e o |f(t)| dt < e fiir
T
alle T > T, . Dann gilt fur alle s > sg , T > T :

/OO e f(t)dt| < /OO e Ol |f(t)|dt < €.

T T

Also konvergiert das L-Integral von f(¢) gleichméBig im Intervall [sg, o0] .
Das Resultat gilt unter schwécheren Voraussetzungen (siehe Doetsch).

(D.3) Fiir s > sg zerlegen wir das L-Integral von f(¢) in

F(s) = /OT1 e S f(t) dt+/T2 e £ (1) dt+/oo e ST f(t)dt .

T1 T2

Zu vorgegebenem ¢ > 0 wihle man 77 > 0 so klein, daf fiir s > 0 gilt
T Ty €
[ estrma < [l < 5.
0 0
Nach Teil (D.2) kann man T» > T} so grofi wihlen, da8 fiir s > s

‘/ e“f(t)dt‘ < %
T>

SchlieBllich wahle man s; > s so grof}, daB fiir s > 57 gilt

Ts
/ e St f(t)dt

T:

T> c
< et [Cila < 5

T

Also ist |F(s)| < e fiir s > s7 .
Laplace-Transformation periodischer Funktionen:

Sei f:[0,00[— IR L-transformierbar und periodisch mit der Periode T > 0.

Sei f(t) := 0 fur ¢t < 0. Nach dem Verschiebungssatz 6.2.(4) ist dann mit f(¢)
auch f(t — T) transformierbar und es gilt

LU = F(s) = L{fE-T)} = e T*F(s).

Nun ist f(t)—f(t—T):{f(t) fir0<t<T und daher

0 firt>T

(1= ™) Flo) = LU0 = 1e=T)}) = [ 0.

Die Behauptung folgt.
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Beweis des Differentiationssatzes:

Sei f(¢) im Intervall |0, oo| differenzierbar und die Ableitung f”(t) L-transformierbar.
Nach Definition ist dann f’(¢) in jedem endlichen Intervall [0, T] (sogar absolut)
integrierbar und es gilt

T . T . .
| rwa = g [ poa = gim @ - e = 5@ e
Also existiert der Grenzwert f(07) := tli%l+ f@) .

Setzt man voraus, dafi f(¢t) hochstens exponentielles Wachstum hat, so folgt
fiir alle hinreichend groflen s mit partieller Integration:

/ Tt pdt = e F@O[7 +s / T et ft)dt
0 ———— 0

=0

Allgemeiner kann man so schlieflen:

o
Sei s > 0 und das L-Integral / e *' f'(t)dt der Ableitung konvergent.
0

Sei ¢Y(z) := /09‘ et f(t)dt , g(x):= ey(x) und h(x):= &% .

Zu zeigen ist: Der Grenzwert F(s) = lim ¢(z) = lim existiert und es

gilt sF(s)+ f(01) = / e ! f'(t)dt .
0

v, g und h sind differenzierbar, denn f ist stetig. Es gilt A'(x) # 0 und h(x) —
oo fiir x — oo . Ferner gilt

Al . vt + /)] = o [ ermans o]
- . - e F (1)) + / "ot ey e+ e“"“’f(:c)}
_ % /Ow et £ (1) dt +f(o+)]
- 1 /OOO o5t F1(¢) dt +f(0+)} .

I’Hospital liefert die Behauptung.
Zusitzlich erhiilt man lim ¢'(z) = lim e ** f(x) = 0 . Unter den gemachten

Voraussetzungen kann also f(t) nur von hochstens exponentiellem Wachstum
sein.
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Beispiel 1:  f(t) := Int ist L-transformierbar, denn f(¢) ist in jedem endli-
chen Intervall [0, T] absolut integrierbar und der Logarithmus wéchst nicht mal
linear, geschweige denn exponentiell.

Die Ableitung f/(t) = 1/t ist nicht L-transformierbar, da das uneigentliche
1

Integral / e *'/tdt fiir alle s € IR divergiert.
0

Beispiel 2:  Fiir f(t):=1— et ist f/(t) = et . Das Laplace-Integral von
f'(t) konvergiert fiir s > —1 , das L-Integral von f(¢) nur fiir s > 0 .

Beispiel 3:  Fiir f(t) := e’ sint? ist f/'(t) = e’ (sint? + 2tcost?) . Das
Laplace-Integral von f(t) konvergiert fir s = 1, das L-Integral von f’(t)
divergiert fir s=1.

Beispiel 4:  Fiir f(t) := ¢ sin e ist f/(t) = e e (sin ¢ + e cos e®) .
Das Laplace-Integral von f(t) konvergiert fiir s > —1 , das L-Integral von f’(t)
divergiert fiir alle s.

Grenzwerte von Bild und Urbild:

f(¢t) erfiillt in beiden Aussagen die Voraussetzungen des Differentiationssatzes
6.2.(8). Insbesondere existiert lm f(t) =: £(01) und es ist
t—0

L{f()}Hs) = /OOC e fi(t)dt = sF(s) = f(07) . (1)

Nach Aufgabe 12.6.D.3 gilt L{f'(t)}(s) — 0 fir s — oo . Also folgt die
Behauptung (G.1):
lim sF(s) = lim f(t) =: f(0+) .

S—00 t—0t+

Existiert zusétzlich das Laplace-Integral / e St f/(t)dt fiir s =0, so exi-
0

stiert der Grenzwert
t

f(o0) = tlim f@) = tlim f(r)dr .
— 00 — 00 0
Nach dem Differentiationssatz konvergiert das Laplace-Integral F(s) von f(t)
fiir s > 0 . Nach Aufgabe 12.6.D.2 konvergiert das Laplace Integral von f’(t)
fiir s > 0 sogar gleichm#Big. Man kann in Gleichung (1) den Limes fiir s — 07
mit dem Integral vertauschen und erhalt

im [ e e / Ft)dt = f(o0)— f(0F) = Tim s F(s) — f(07) .

s—0t Jo s—0+

Also wie behauptet hn% sF(s) = thm f(@) .
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S0 <
Sei f(t) = {O fir0<t<Inln3

(=1)" e/2 fiirlnlnn <t <Inln(n+1) (n>3) -

Das Laplace-Integral von f(t) ist sicherlich fiir kein s € IR absolut konvergent,
denn

/0 |efsf(t)|dt:/0 exp (— st + et/2) dt

und es ist e'/2 > —st fiir alle ¢ ab einem gewissen g .

Zur Untersuchung der einfachen Konvergenz betrachten wir zunéchst

Inln(n+1)
I, = / exp (— st + €'/2) dt
1

nlnn
"t (Ing) st

Dabei wurde Inz = e’ substituiert. Der Integrand nimmt ab einer Stelle mo-
noton gegen Null ab. Also gilt I,, — 0 fiir n — oo und I,, > I,,41 ab einem
ng.

Die alternierende Reihe der Integrale Z(fl)"In konvergiert daher nach dem

n=3
Leibnizkriterium. Dann konvergiert auch das Integral / e S'f(t)dt , denn
0
fir lInlnn < u < Inln(n 4+ 1) gilt

u Inlnn u
—st _ —st —st
/0 e T ft)dt = /0 e T f(t)dt + /1 e T f(t)dt

nlnn
n—1 m
= > ()L +/ e St f(t) dt
k=3 Inlnn

und das letzte Integral ist betragsméfig kleiner als I,,.

Fiir dies Beispiel ist die Konvergenzabszisse 0 = —oo und die Abszisse der
absoluten Konvergenz o, = +00 .



