8 1 ARITHMETIK, ALGEBRA

Pascalsches Dreieck zur Berechnung der Binomialkoeffizienten (Z)

n Binomialkoeffizienten (Z’) SZ:jllleri;
0 | Jede Zahl ist Summe der zwei 1 20 =1
links und rechts iiber ihr
1 stehenden Zahlen. 1 1 2= 2
2| zB:6+4=10 1 2 1 22 =4
3 1 3 3 1 2 =38
4 1 4 6. + 4 1 24 =16
5 1 5 10 N0 7 5 1 25 = 32
6 1 6 15 20 15 6 1 26 = 64
i T T T T T T
6 6 6 6 6 6 6) | 56 _ <~ (6
© @O 6 © O 6 -2

n
binomische Formel (a+b)™ = Z (Z) a™*bk, n e IN
k=0

R e e e R 1

(a+0) = a®+2ab+ 5 = (§) o+ (Pab+ ()0?
(a+b)? = a®+3a*b+3ab® +b° = (g) a® + (:f) a’b+ (g) ab® + (%) b
@+t = (e’ + (D)ot + (D)a't* + ()0’ + (a0 + (§)a'v? + (§)0°

= 1a® + 6a° + 15 a*b? +20 a®b® + 15 a?6* + 6ab® + 108°

Speziell:

+a) = @)+ @)e+ () ++ (@t ++ (D) + ()

n(n—1) o -
2

= 1 + nx + T° + + na™t + "

z)? = 142z + 2

z)? 1+ 3z + 322 + 2°

)t = 1442+ 62% + 42° + 2*

z)® = 14 52+ 1022 4 102> 4 52 + °

z)® = 14 62+ 1527 4 202> 4 152" + 62° 4 25
Ersetzt man x durch —=z, so alternieren die Vorzeichen, z.B.:

(1—-2)% = 1— 62+ 1527 — 202> 4 152" — 62° 4 25

(a+b+c)? = a®+b%+c+ 2ab+ 2ac + 2bc
(a+b+c)® = a®+ b+ +3a%b+ 3ab® + 3a’c + 3ac® + 3b%c + 3bc? + 6abe




1.1 Reelle Zahlen

9

(Z) — zunéchst nur fiir € IN erklart — wird folgendermafBen fiir alle r € IR definiert:

allgemeine Binomialkoeffizienten (2)

FirreIRund k=1,2,...ist (g) 753;4'-3:10
r iiber k 1.4\ _ 14.04.(= 06)*—0.056
r\ _ r(r=1)-(r—k+1) (_32) _ (_2).(:).(_4) -
() -"""% () =aepen
B =1 () =r ~B- (3) - % ~ 3.364
() = it (%) -5 -
((y2) = Gurew (Y3 = (—%)2-!(—% _3

(1+x) = i (2) zF = (6)+(71") x+(§) a:2+(§) w4, fir |z <1

allgemeine binomische Formel, binomische Reihe

=1+rz+ T(T 1) 2 + T(T_lg.(;_m x4
HLSC :Z;io(_kl)xk =l-a42? -2+ —2%+ .. fir |z| <1

IFE =S = O+ (e (Pt (a5

— L._1 1,35 — fi
=1+357 a:—i— x 128:0—!— fir |z| < 1

i =IO = +<—1/2> 2 ()

354

=1- x—i— x—lﬁx + 132t — + fiir [z <1

Siehe auch Potenzreihen, Seiten 79-83 und geometrische Reihe, Seite 80

AY

‘ I'-Funktion I'(x) ‘ \/ g@
- J 2
/ e ttr 1 dt , x>0 3 2 [ Ty %
0 1.
I'(z) = -2
lim nln! g zé —92 ... T3
noeo@(@H1)(@+2)-(@n=1)" (Polstellen) fort
: 1
Eigenschaften: I(z) T(1-2z)= sinwm; r(z) = Jr
P(z+1) =z -T(z) ,zelR ) vr r _%) = o7
Fn)=@m-1 ,neN |T@ Te+y)=m=TC) | nd) _ L1z
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2 GEOMETRIE

Eine Parabel ist die Menge aller Punkte P = (z,y), die von einem

AY
z+5 .
2 @) Bezeichnungen:
p
n/ T2
I "z
L ‘ Parabel y? = 2px ‘

festen Punkt (Brennpunkt F' = (
(Leitlinie L: = = —g) gleichen Abstand (= z + g) haben.

P

5+0)) und einer festen Geraden

S =(0,0) Scheitelpunkt
F (g,()) Brennpunkt

Ordinate im Brennpunkt

p Halbparameter | Entfernung

Brennpunkt zur Leitlinie
€ =1 numerische Exzentrizitit

Darstellungen der Parabel (Scheitelpunkt im Ursprung, nach rechts gesfinet)

AY

Y

kartesische Darstellung
y? = 2px

Tangente 7', Normale N

Yy
r
P >
IR
ol im Brennpunkt
T AY
r= 1—cos ¢ 7 E— P
F(z,y)
L
Linge L :c >
des Parabelbogens OP

2z
P

_p 2z 2z 2z
L_2( p(1+p)+1n(,/p +4/1+

z(x + g) + g arsinh

)

Pt
p

AY N T Tangente 7' und Normale N im
T: yyo=p@+20) Yol D Parabelpunkt P = (xo,yo0) sind
( ) v P=(zo0,y0) Winkelhalbierende der Winkel
) Die Gerade y =mr +n : zwischen dem Brennpunktradius-
ist Tangente an die Parabel vektor und der Geraden y = yo.
<~ p=2mn 7 o =:c Ay
c
AY
. /o
L P=(z,y) T2 T T
Yo :
AN 6 Parabel
» — > arabe
2 F*(2’0) y=az>+br+c, a#0
L
. —b 4dac—b?
L . Scheitel S = (zs,ys) = (%7 aza )
eitlinieneigenschaft 1 z1+x2
= d g, =31t%2
Leitlinie L : 2 = —2 P= 2] " T

Abstand P zu L

Abstand P zu F

—bt\/b2—4ac
2a

Nullstellen x1,2 =
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2.4 Die 5 regulidren Polyeder (Platonische Korper)

Platonische Korper werden durch kongruente regelmifige Vielecke begrenzt so, dafl
in jedem Eckpunkt dieselbe Kantenzahl auftritt. Es gibt nur 5 Platonische Korper:

> QU

Tetraeder Wiirfel Oktaeder Dodekaeder Tkosaeder
Elemente der 5 reguliren Polyeder (a = Kantenléinge )
Tetraeder | Wiirfel |Oktaeder | Dodekaeder | Ikosaeder

Arllzahl/“Form 4 Dreiecke |6 Quadrate | 8 Dreiecke 12 Fiinfecke | 20 Dreiecke
Seitenflachen

Ecken e 4 8 ~. 7 6 20 ~.. 7 12
Anzahl Kanten k 6 12 12 30 30

Flichen f 4 6 + + 8 12 # 220
Oberfliche F V3a? 6a> 2v/3a®> |3 5(5—1—2\/5) a? 5v/3 a?
Volumen V 1—22(13 a® Tzag 15.,_47\/5 a’ 5(3—;2\/5)113

einbe— —

schriebene ﬁa i, ﬁa 1042202 , \/§(5+\/g)a

Kugel r; 12 2 6 4 12
Radius ’

umbe— .

schriebene ﬁa ﬁa —2a \/5(1+\/5)a 2(5+v5) a

4 2 2 4 4
Kugel 7,
Eulerscher Polyedersatz

Ist e die Anzahl der Ecken, k die Anzahl der Kanten und f die Anzahl der Flichen
eines konvexen Polyeders (oder eines Polyeders, das sich durch stetige Deformation in ein
konvexes Polyeder iiberfiihren 1i8t), so ist e—k+f=2

Wiirfels Oktaeder
Verbindet man die Flachenmittelpunkte eines Dodekaeders , so erhélt man ein Ikosaeder

Tetraeders Tetraeder
und umgekehrt (vgl. oben: Ecken <----- > Flichen).
Wiirfel und Oktaeder sind dual, ebenso Dodekaeder und Tkosaeder.
Tetraeder sind selbstdual.

- %
Tetraeder W;fel Oktaeder Dodekaeder Tkosaeder



52 4 VEKTORRECHNUNG

Vektorprodukt axb

al b1 a2b3 — azbz b
axb=\|az ]| x|b2]| =|asby —aibs
as bs a1bz — azb QA

| 1 5| = [a| - 8] - sin (@,?) |

Ql

Eigenschaften des Vektorproduktes:

(1) @xb steht senkrecht auf @ und b.
Flicheninhalt F des von @ und b

2 ixbl=1@l-1bl-sin 3.5 =
(2) la> bl =a]-[b - sin 4(ab) aufgespannten Parallelogramms.
3) @ b, @xb bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.
(3) a b, g y
@) |axbP = @xb? = | %@ B _ g @ b
ab bb ab bb
Rechenregeln
(4) @xb=—(bxa) (5) (A@) x b=a x (Ab) = A(@ x b)

(6) @x(b+d)=dxb+axe

(7) axb=0 <= a, b sind linear abhéngig.

(8) a@-(bx@=(@axb)-&=(dbe) Spatprodukt (Determinante)

b) f } Entwicklungssatz
a

(10) @x (bxd)+bx (Exa)+cx (@xb)=0 Jacobi-Identit#t

Skalarprodukt aus 2 Vektorprodukten

(11) (@xb)-(@xd)=(@-e)(b-d)—(a-d)(b-& Lagrange—Identitit
speziell: (@ x b)? = @*b® — (@- b)?

Vektorprodukt aus 2 Vektorprodukten

- = - = — -, - -

(12) (@ xb)x (€xd) = (a,&d)b — (b,¢d)d = (d@b,d)¢ — (a,b,¢)d

Beispiel 7
Man berechne Fliche F' und Winkel ¢ des von @ = (2,—-1,1)
und b = (—1,3,2) aufgespannten Parallelogramms. A

< 2) (—1) <—5> F=|ixb =53 a
axb=[|-1]x 3)=[-5 . @) 53

_ - _ . _ . . 0
1 ) 5 ¢ = J(d,b) = arcsin = arcsin 7= = & 70.9
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‘ Spatprodukt ‘ r

= (@be) = (8db) = (bea) P
zyklische Vertauschungen @ndern das Spatprodukt nicht!
= aibacs + azbzci + azbica — aszbaci — asbics — aibsca
Regel von Sarrus (siehe Seite 55)

Eigenschaften des Spatproduktes:
>0 < d, g, ¢ Dbilden ein Rechtssystem.
(1) (a,b,e) =0 <= a,b,¢ sind lin. abhingig (liegen in einer Ebene).
<0 <= @b,¢ bilden ein Linkssystem.
@ (@be) = —(hded) = —(@éeb) = —(&ba)
L orientiertes Volumen (= Volumen mit Vorzeichen)
(3) <a7 b7 C> = . P
des von den drei Vektoren @, b, ¢ aufgespannten Spats.
(4) |(@b,@)| = Volumen des von @,b,¢ aufgespannten Spats.
(5) %|<d’, b,é)| = Volumen des von @,b, aufgespannten Tetraeders.
@i ab ac @i ab ac
(6) (a@,bc)? = ab bb b&é | = det| @b bb be
ac bé ¢c¢ ac bé c¢

—

a, 5,6’ linear abhiingig <— (d,b,¢) =0 <= d, g,é’ liegen in einer Ebene.

Die Geraden ¥ = a1 + tl;l und ¥ = do + tgz sind windschief <— (@1 — do, Z;l, Eg) #0.

1 . 2 1
Beispiel Es seien d = 21, b= 0, c=1(1].
—1 —2 2

Man berechne das Volumen Vg des von @, g, ¢ aufgespannten Spats,
sowie das Volumen Vr des von d, b, ¢ aufgespannten Tetraeders.

1 2 1
@,5,8 = det@bd)=| 2 0 1
-1 -2 2

= 1.0:242-(=2)-14(=1)-2:1=1-0-(=1) = 1-(=2)-1-2-2.2=—12

Die Determinante ist negativ, die Vektoren a, Z_;, ¢ bilden also ein Linkssystem!

Fiir die Volumina erhélt man (Tetraedervolumen = % Spatvolumen):

Vol. des Spats: Vs = |(@,b,&)| = | det(@, b, &)| = 12, Vol. des Tetraeders: Vi = % Vs =2.
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‘ Gradient eines Skalarfeldes, Richtungsableitung‘

Ist f: IR® — IR ein Skalarfeld, so ist grad f : IR® — IR® ist ein Vektorfeld.

of of 0
grad f = (3_5’3_573_£) =Vf ‘ Gradient von f

Darstellung des Gradienten in

kartesischen Koordinaten: grad f = %e} + g_?];e_{/ + %e}

i ~ : _of . 10f . of .
Zylinderkoordinaten: grad f = arér 5 g;@ €+ 556 o
Kugelkoordinaten: grad f = g—ﬁe‘; + %—ee‘é 4 psilnG %e:;

Richtungsableitung von f an der Stelle Z
in Richtung des Vektors @ # 0.

Ist f in ¥ differenzierbar, gilt fiir die Richtungsableitung

= p =¥(grad f(2), ).

‘ Richtungsableitung = Gradient mal Einheitsvektor ‘

= |grad f(Z)| - cosp mit

Geometrische Eigenschaften von Gradient und Richtungsableitung:
Ist ¢ :{(grad f(@), d’) der Winkel zwischen grad f(Z) und d, so gilt:

e Die Richtungsableitung ist maximal fiir ¢ = 0°:
Der Gradient zeigt in Richtung maximalen Anstiegs!

o Die Richtungsableitung ist 0 fiir ¢ = 90°:
Der Gradient steht senkrecht auf der zu & gehérenden Niveaulinie/Niveauflédche.

‘ Jacobi—Matrix eines Vektorfeldes, Vektorgradient ‘

Ist #:IR® — IR® mit #(&) = (vw (), vy(Z), vz (f)) ein Vektorfeld, so heif}t

vy Ovy Ovg
Lo
g Oby Oy  OUy s . R
Ts = I By B Jacobi—Matrix von ¥
Ovy  Ovy v
ox oy 0z

7 orad) 7 — 1i
(dgrad) v Lim

h

U(Z+ha)—9(Z)

Vektorgradient von ¢ an der Stelle &
nach dem Vektor @

Ist ¥ in & differenzierbar, d.h. sind vz, vy, v. in & differenzierbar, so gilt:

(dgrad) ¥(%) = J3(%) -d@ = (grad ve(Z) - d, gradvy(Z) - d , gradv. (L) - d’)

‘ Vektorgradient = Jacobi-Matrix mal Vektor ‘

[rot(77x @) + grad(v-@) + @ div & — ¥'divd — d@xrot ¥ — #xrot

N[

(dgrad) v =
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‘ Divergenz eines Vektorfeldes

Ist ¥: IR® — IR® mit ¢ = (vz (Z), vy(Z), v- (:f)) ein Vektorfeld, so
ist divi': IR*> — IR ein Skalarfeld.

ovy | vy Ov,
6x+6y+627

divv = V.-u Divergenz von ¢

Quelle
Senke

divd(Z) > 0
divd(z) <0

¥ heifit in G quellenfrei, wenn div 9(Z) = 0 ist fiir alle ¥ € G.

Eine Stelle & heifit { , falls ist.

Darstellung der Divergenz in

Ovg avy
ox + oy
19(rvr)

r  or

1 9(p?vp) 1
p%2  0Op psin @

v,

kartesischen Koordinaten: div +

Zylinderkoordinaten: divd =
9(sin 0 vy) 1 Ovg

o0 psin® Op

Kugelkoordinaten: divd

| Rotation eines Vektorfeldes |

Ist 7: IR® — IR® mit ¥ = (vw (), vy(Z), vz (:E)) ein Vektorfeld, so
ist rot 7 : TR® — IR® ein Vektorfeld.

Ovy vy v, vy vy

T 0z 0z Ox’ Ox Oy

) =V xv ‘ Rotation von ¥

Entsprechend zum Kreuzprodukt von Vektoren merkt man sich rot ¢ als:
€x €y €.
o 9 9 |_ (0w
or Oy 0z dy
Ve Uy Uz

Ovy
oz

vz
ox

vy _

ox

vy

rot v = D2

Oug
oy J°
¥ heifit wirbelfrei in G, wenn rot ¥ = 0 ist fiir alle Z € G.

rot ¥ = 0 ist die vektorielle Schreibweise der Integrabilitdtsbedingung (Seite 158).

Ein in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet G wirbelfreies Feld ist dort notwendi-

gerweise konservativ!

Darstellung der Rotation in

0 0
kartesischen Koordinaten: rot v = (%v; — %) e+ (%L; — %1;2 )6; + (% — %LJ)@;
Zylinderkoordinaten: rot v = (% %Z’; — %L;) e+ (8;; — %) €r+ (% % — % %1:; )62
Kugelkoordinaten:
L1 (O(vesing)  Hugy - 1 vy 18(pvy) 19(pvg) 19vpy -
rOtU_psin@( o0 _ago)ep (psin@ Op p Op )69+(p op  p G)e‘P




160 12 VEKTORANALYSIS UND INTEGRALSATZE

Oberflachenintegrale ‘

Das Oberflichenintegral /de
F

Ist f:IR® — IR Skalarfeld und F = {#(u,v) | (u,v) € B} Fliche im IR, so ist

/Ff dF = /Bf(f(u,v)) |Zu(u, v) X Zy(u,v)|d(u,v).

Oz 22
7 Tu) 5 — AN 35 sind Tangentenvektoren an
CE L u |’ LA L 31} die Koordinatenlinien auf F.
Zu oz Zy oz
ou ov
n = Ty X T, Ist Normalenvektor an F'.

‘ dF = |Zy X Zy|d(u,v) heilit skalares Flichenelement. ‘

Fiir f =1 ergibt sich der Flicheninhalt: A= / |Zu(u, v) X Zy(u,v)| d(u,v).
B

Das Oberflichenintegral / #dF  (FluBintegral)
F
Ist ¥ : IR® — TR® Vektorfeld und F = {#(u,v) | (v,v) € B} Fliche im IR?, so ist

/FﬁdF = /Bﬁ(f(u, v)) . (:Eu(u, v) X :Ev(u,v)) d(u,v).

dF = (:fu X :fu) d(u,v) heifit vektorielles Flichenelement.

Das Vorzeichen ist ggf. der vorgegebenen Normalenrichtung anzupassen!

Bezeichnet 77 das Feld der dufleren Normaleneinheitsvektoren von F', so besteht zwischen
den Integraltypen folgender Zusammenhang :

/vdﬁ: /(17~ﬁ)dF.
F F

Beispiel Man berechne den FluB des Feldes ¥(x,y, z) = (—7:(:7 -y, —z)
durch die Paraboloidkappe F = {(x,y,2) | z = 2* +y*, 2® +y? <1}.

T 1 0 —2z
z= Y = T xXxTy=|(0]x|1]|=1]-2y].
z2 + 92 2x 2y 1

—z/2 —2z .
U(Z) - (Fz X &y) = ( —y ) . (—2y> =y = U-dF => d(z,y).

g2 y? 1

- 2 1
/ﬁdF: / y2d(x,y) = / (/ r2~sin2<p~rdr)d<p:
F m2+y2 <1 0 0

(e
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12.2 Wichtige Felder

Kugelsymmetrische Felder Coulombfeld
p= \/m Gravitationsfeld
3(z.y.2) (5. 2) (z.9.2) (2.y,2) (z.9.2)
'Y ' Ys \/x2+y2+22 a:2+y2—|—22 (x2+y2+22)3/2
@ p iz 1 T
17 e 12> 1]
Kugelkoord. 1 1
. ,0,0 1,0,0 =,0,0 —,0,0
F(p, 0, ¢) (1,0,0) ( ) (p ) (p2 )
Def.bereich IR3 IR?\ {5} IR?\ {0} IR?\ {5}
einf. zushg. ja ja ja ja
(Newton—Potential)
—1
Potential 1,2, 2, 2
(2,1, 2) 5@ +y*+27) Va2 +y2+22 |In /a2 +y2+22 \/x2+y2+22
1,502 1 o o o _ __1 _ __1
“laEr =12 | =lEl=p |=mldl=mp| =TF=
Kurvenintegral o o ) .
wegunabhingig . . J .
divd 3 2 1 0
v V2 w2 +y? 422
2 _2)_ 1 1
1z~ p 1z~ p?
rot U o o o o
Achsialsymmetrische Felder elektr. Feld | Magnetfeld
r=/x% +y? geladener Draht| stromdurchfl. Leiter
17(:6 y Z) (m y 0) ((E,y,O) (l;y’og) (_anxag)
v w0 | i | P Pty
Zylinderkoord. 1 1
1‘]"(7‘7 (p7 Z) (T7 07 0) (1707 O) (/]«1707 0) (07 T’O)
Def.bereich IR3 R\ {(0,0,2)} | TR*\ {(0,0,2)} R\ {(0,0,2)}
einf. zushg. ja nein nein nein
P . log. Potential lokal:
otentia 1,2, .2 2. .2 2 42 ¥
®(z,y, 2) 5 (@ 1+y) arZ+y Iny/22+y arctan ®, « # 0
257"2 =r =Inr —a]rctan%7 y#0
Kurvenintegral . o o nein
wegunabhingig J . J '
div v 2 1 0 0
r
rot U o o o o
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13.6 Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Homogene lineare DGL n—ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y(’ﬂ) + an_ly("_l) +---+a1y’ +aoy =0, ar € IR

Gesamtlosung: |ym = ciyr + -+ cnYn, ck € IR

Dabei sind y1, ..., yn n linear unabhingige Funktionen,
man nennt sie ein Fundamentalsystem oder Basislosungen.

Der Ansatz y = e® fithrt auf die charakteristische Gleichung

A"+ a7L71)\n—1 +...+a1A+ag=0.
Jede k—fache Losung der char. Gleich. liefert £ lin. unabh. Lésungen der DGL:

Losungen der char. Gleich. Basislosungen der DGL
A 1-fach reell e
A k—fach reell ez, L g Tlere,
A=a=xbi 1-fach kompl. eaz cos bz
e sin bx
e*® cosbr, xe*®cosbx,... xF e cosbx
A=a=xbi kfachk 1. - ’ - ’ ,
a=m ach komp esinbr, xe@sinbz,... zF7!e®®sinbzx

Beispiele Losungen der charakteristischen Gleichung und Basislésungen:

Losungen der 1
char. Gleichung Basislosungen der homogenen DGL
1, -2, 3 e?, e 2 3%
0, V3, 1+2 1, eV3z, (+V2)e
0, 0, 2, 2, 2, 1, z, €, xe®® z2e™®
1, 2+ 3¢ e®, €2 cos3x, e*®sin3z
1+2¢, 14+24¢ e” cos2x, e”sin2x, xe” cos2x, xe”sin2r
0,0,0, &%, £, 1 1,x, 22, cosx,sinz,x cos x,x sinx, z° cos z, x° sin x

Homogene Eulersche DGL

cc"y(") + an_lwn_ly("_l) +...4+a1xy’ + aoy =0 mit x > 0, ar € IR

Die Subst.: z = e, u(t) = y(e") fithrt die DGL in eine homogene lineare DGL mit
konstanten Koeffizienten iiber. Mit der Kettenregel berechnet man z.B.

z-y =1 23y =i —3i+ 24

? Yy =i—u a* -y =i — 6ii + 11ii — 61

Ein weiterer Losungsweg wird im REP Seite 457 beschrieben.
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Schwingungs — DGL  (lin. DGL 2. Ord. mit konst. Koeffizienten)
y’ 4+ 2ky’ +wiy=r(x) mit k>0, wo >0

Die Gesamtlosung ist |y = ys +ym |- Dabei ist

yug  die Gesamtlésung der homogenen DGL ‘ y' 4+ 2%ky +wiy=0 ‘

ys eine (spezielle) Losung der inhomogenen DGL ‘ v+ 2ky + Wiy = r(x) ‘

Charakterist. Gleichung: A\* 4+ 2k\ + w? = 0 = Losungen A1 2 = —k + k2 —w?

Gesamtlésung yy der homogenen DGL ‘ Yy’ 4+ 2%ky +wiy=0 ‘

k> wo Starke Dampfung (Kriechfall) A1 2 reell, verschieden.
YH = C1 eMT 4 ey ™2 mit c12 € IR

k = wo Aperiodischer Grenzfall, \; = A2 = —k.
yu = (c1 + c2x) e~ ** mit ci2 €IR

k < wo Schwache Dampfung, ;2 konjugiert komplexe Losungen:
A2 = —k £ iy/w? — k? . Abkiirzung w1 1= /w3 — k?
yr = (c1 coswiz + c2sinwix) e %% mit ci2 €IR
= Ae *sin(wiz + @) mit A=/ +cZ, tangp = 2—;

Eine spezielle Losung ys der inhomogenen DGL ‘ y" 4 2ky’ + Wiy =r(z) ‘

k> wo Starke Dampfung (Kriechfall), Abkiirzung a := \/k? — w?

x
Ys = % / e P @ sinha(x — t)r(t) dt
To

k =wo Aperiodischer Grenzfall.

z
ys = / (x —t)e "= Dp(t) dt

xo

k <wo Schwache Dampfung, Abkiirzung wi := y/w3 — k?

x
ys = €L e P sinh wy (x — ¢)r(t) dt

w
1 xo

Kosinuserregte Schwingung y”’ + 2ky’ + w3y = Fcoswz, F € IR
k=0 ungeddmpfter harmonischer Oszillator
w # wo keine Resonanz  y = ¢1 coswox + ¢2 sinwox + ﬁ COSWT
0

. F .
w=wg Resonanzfall Y = €1 COSWox + C2 sinwox + m:c sin wox

k>0 geddmpfter harmonischer Oszillator

y= e—kt( F

(w2 —w?)24+4k2w?

sin(wz + ¢)

c1coswix + casinwiz) + \/
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17 Finanzmathematik

Zinssatz p% jahrlich, Zinsfaktor ¢ = 1 + -~

100

. Einmalige Zahlung: Anfangskapital K

Kapital nach n Jahren: K,= K-q"

Barwert einer in n Jahren filligen Zahlung: K = K, -q¢ "

Angzahl der Jahre: n = %
70

Faustformel: Eine Verdoppelung tritt nach etwa > Jahren ein.

. Periodische Zahlungsraten R (Zinsgutschrift am Jahresende)

Zahlungsperiode:

Monat (k = 12), Vierteljahr (k =4), Halbjahr (k =2), Jahr (k=1)

k+1
)

Zahlung von R am Anfang der Zahlungsperiode: K; = R(k+ % T

Zahlung von R am Ende der Zahlungsperiode: K, = R(k+ % . %)

=1

Kapital nach n Jahren: K, = K a1

Im Fall k£ =1 (jahrliche Zahlung) heifit R die Annuitét und es gilt
K, = Rq llq (vorschiissige Zahlung), K, = quT_ll (nachschiissige Zahlung).

. Startkapital S und periodische Entnahme oder Einlage R

n_
Kapital nach n Jahren, K; wie in 2.: K, =8-¢q"tK; qq_ll

Ein Schuldbetrag S ist abgetragen bzw. S." = K q"—1

ein Startkapital S ist verbraucht, falls ¢ = R

die benétigte Anzahl an Jahren ist n = In Ky _ln(llrf;_s(q_l))

Beispiel: Durch welche monatliche Sparrate R (Zahlung am Monatsanfang)
kann eine Schuld von 20000 € bei p% = 6% in 5 Jahren abgetragen werden?

.« . 5 _ 6 13, 1,06°—1
Losung: 20000-1,06” = R(12+ 155 - 5) 0,06

— R=238321€.

. Barwert B einer Ratenzahlung (Rente)
Erfolgt die Zahlung jeweils am Ende der Zahlungsperiode, gilt (vgl. mit 2.):

— b k=1
K, = R(k+ 10? 5 )
K, =
Der Barwert ist B = K qq"_—ll g "

Der Barwert B einer ewigen Rente (n — o0) ist B = KT11

Beispiel: Welches Kapital B sichert eine ewige monatliche Rente von 1000 €
bei einem Zinssatz von p% = 5% jéhrlich?

Losung: B = o5 =1000(12+ 105 - 5)/0,05 = B =245500€.




